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I. EINLEITUNG

Es sei Rein linearer normierter Raum tiber dem Karper der reellen
Zahlen. Die Norm des Elementes x E R werde mit II x II bezeichnet. Da
Verwechslungen nicht zu befUrchten sind, wird fUr das NuIIelement von R
und fUr die Null der reellen Zahlen das gleiche Symbol 0 verwendet.

Gegeben seien weiter zwei Teilmengen WI und W2 von R. Gesucht sind
zwei Elemente WI E WI und W 2 E W2 , deren Abstand minimal ist. Es soIl
also fUr beliebige Elemente UI E WI und U2 E W2

geIten.
Satz 1 nennt Bedingungen, unter denen eine Lasung dieser Aufgabe

existiert. Diese Bedingungen ermaglichen es, den Satz aufProblemstellungen
der einseitigen Approximation und der zweiseitigen Einschlie13ung von
Elementen aus R anzuwenden. Dabei wird vorausgesetzt, daB R zusiitzlich
halbgeordnet ist.

2. EIN ALLGEMEINER EXISTENZSATZ

Es sei R weiterhin ein linearer normierter Raum tiber dem Karper der
reellen Zahlen.

DEFINITION I. Eine Teilmenge K von R, die aus mindestens zwei Ele­
menten besteht, heiBt Kegel mit Scheitel in ro E R, wenn K bei beliebigem
nichtnegativem reellen Amit r auch ro + A(r - ro) enthiiIt (vergl. [3, S. 186]).
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SATZ 1. Es sei U ein linearer normierter Raum von endlicher Dimension
uber dem Korper der reel/en Zahlen. In U seien zwei abgeschlossene Kegel Kl

und K2 mit gemeinsamem Scheitel Uo E U gegeben. Es gelte Kl n K2 = {uo}.
Weiter seien WI und W2 zwei abgeschlossene nichtleere Teilmengen von U mit

und

Dann existieren Elemente WI E WI und W 2 E W2 , so daj3 fur al/e U l E WI und
U 2 E W2

gilt.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei angenommen, daB
Uo = 0 gilt.

Die folgenden Bezeichnungen werden verwendet. Fur v E {I, 2} und
p E IR sei

K/: = {u: U E Kv , II u II ~ p},

p/: = {u: U E Kv , II u II ): p} und

W/: = {u: U E Wv , II U II ~ p}.

(ex) p > 0 sei vorgegeben. Es soIl gezeigt werden, daB Elemente PI E PI" und
P2 E P2" existieren, fUr die

(1)

gilt. Zunachst erhalt man

inf{11 Ul - u2 11 : Ul E PI"' U2 E P2"}

= inf{11 Ul - u2 11 : Ul E PI"' U2 E P2", min{11 ulll, II u211} = p}. (2)

Gegeben seien nun Yl E PI" und Y2 E P2" mit

min{11 Yl II, II Y211} = p und max{11 Yl II, II Y211} > 3p.

Es gelte etwa II Ylil > 3p und II Y211 = p. Dann existieren Yl E PI" und AE IR
mit A > 3, so daB Yl = AYI und II h II = p erfUllt ist. Es folgt

II Yl - Y211 ): A II h II - II Y211 = «A - 1)/2)([1 Yl II + II Y21D > II Yl - hll·

Mit (2) ergibt sich deshalb, wenn man noch p,: = 3p setzt,

inf{11 Ul - u211 : Ul E PI"' U2 E P2"}

= inf{11 Ul - u2 11 : Ul E PI" n K l ", U2 E P2" n K21'}. (3)
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Da die Menge D: = {ul - U2 : UI E PI" II K{', U2 E P2" II K2IJ.} kompakt ist,
gibt es do E D mit II do II = min{11 d II : dE D}. Deshalb existieren nach (3)
Elemente PI E PI" und P2 E P2", die (1) erfUllen.

Wir setzen nun

(4)

Es sei vermerkt, daB fUr a, p > 0

(5)

gilt.
(f3) Wir nehmen nun an, daB die Aussage von Satz 1 falsch ist, daB also

fUr je zwei Elemente YI E WI und Y2 E W 2

(6)

gilt.
Die zu Beginn des Beweises definierten Mengen WI" und W 2" sind kompakt.

Wiihlt man nun p so, daB WI" oF 0 und W 2" =1= 0 erfUIIt ist, dann existiert
die Zahl

Fur a > p ergibt sich

(7)

Es sei nun a so groB, daB auBer a > p

(8)

erfUllt ist. Das ist moglich, da b" '1= 0 gilt und ba deshalb nach (5) beliebig
groB werden kann. SchlieBlich sei T eine reeIIe Zahl mit

Wie in (7) erhalt man

T > ha + a. (9)

(10)

Die EIemente YI E WIT und Y2 E W 2T seien so gewiihlt, daB II Y1 - Y211 = hT

gilt. Nach (6) existieren dann weitere Elemente Zl E WI und Z2 E W 2 mit

(II)

Nun kann nicht gleichzeitig Zl E WIT und Z2 E W 2T sein, da (11) sonst nicht
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erfUIlt ware. Wir nehmen an, daB ZI rt WIT, also II zI11 > T gilt. Mit (10) und
(1 I) erhalt man

Unter Verwendung von (9) folgt II z211 > a. Da auch die Beziehung II ZI II > a
besteht, ergibt sich ZI E plo und Z2 E P2°. Nach (4) gilt damit

(12)

Verwendet man nun der Reihe nach (10), (11), (12), (8) und (7), so erhalt
man ho > ho ' Auf Grund dieses Widerspruches ist Satz I bewiesen.

3. EINSEITIGE ApPROXIMATION UND EINSCHLIESSUNG MIT NEBENBEDINGUNGEN

Der Raum R sei von nun an nicht nur linear und normiert sondern auch
halbgeordnet. Es sei ein Elementf E R gegeben. Zu einer beliebigen Teilmenge
Q von R definieren wir

DEFINITION 2.

Q+(f) := {r E Q : r - f ~ O} und Q-(f) := {r E Q : r - f ~ O}.

Es sei Vein endlichdimensionaler Teilraum von R. Dann sind nach
Definition 2 die Mengen V+(f) und V_(f) festgelegt. Ferner seien zwei
Mengen W+ und W_ mit W+ C V+(f) und W_ C V_(f) gegeben. Es lassen
sich nun zwei Approximationsprobleme formulieren.

(A) Gesucht ist ein Element W E W+, so daB fur aIle v E W+
II W - fll ~ II v - fll gilt.

(B) Gesucht sind Elemente WI E W+ und W2 E W_, so daB fUr aIle
VI E W+ und fUr aIle V 2 E W_ die Ungleichung II WI - w2 11 ~ II VI - v2 11 gilt.

Da die in der Aufgabenstellung (A) auftretenden Elemente vaIle die
Ungleichung v ~ f erfUIlen, handelt es sich dort um ein Problem der ein­
seitigen Approximation von f Entsprechend hat man in (B) ein Ein­
schlieBungsproblem vor sich, da VI ~ f ~ v2 fUr alle VI E W+ und V2 E W_
gilt. Die Mengen W+ und W_ werden im Einzelfall durch Nebenbedingungen
charakterisiert.

SATZ 2. Die Mengen W+ und W_ seien abgeschlossen in R und nichtleer.
Aufierdem sei R+(O) abgeschlossen in R. Dann besitzen die Probleme (A) und
(B) Losungen.
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Beweis. Da R+(O) abgeschlossen in R ist, sind auch die Mengen R+(f)
und R_(f) abgeschlossen in R. AuBerdem sind diese beiden Mengen Kegel,
deren gemeinsamer Scheitel infE R liegt. Es gilt R+(f) n R_(f) = {f}. Wir
setzen nun

U := {r: r = v + Af, v E V, A E IR}

U ist ein endlichdimensionaler Teilraum von R. Die Mengen KI : = R+(f) n U
und K2 := R_(f) n U sind abgeschlossene Kegel in U mit gemeinsamem
Scheitel inj. Zusatzlich gilt KI n K2 = {f}.

Da W+ eine abgeschlossene Teilmenge von K I und W_ eine abgeschlossene
Teilmenge von K2 ist, folgt die Existenz einer Lasung von Problem (D) aus
Satz 1, indem man WI := W+ und W2 := W_ setzt. Die Existenz einer
Lasung von (A) ergibt sich entsprechend, wenn man WI := W+ und
W2 : = {f} wahlt.

4. ANWENDUNGEN DER SXTZE 1 UND 2

4.1

Spezialfalle der Aufgabenstellungen (A) und (D) ergeben sich, wenn man
W+:= V+(f) und W_:= V_(f) setzt. Man erMlt die Probleme der ein­
seitigen Approximation und der EinschlieBung von f ohne Neben­
bedingungen. Aus Satz 2 folgt

SATZ 3. Die Menge R+(O) sei abgeschlossen in R. Es m6gen Elemente
VI' V2 E V existieren, fur die VI ): f ): V2 gilt. Dann sind die folgenden Aus­
sagen (a) und (b) erfullt.

(a) Es gibt ein Element WE V mit W ): f, so daft fur aile v E V mit v ): f
II W - fll ~ II V - fI1 gilt.

(b) Es gibt Elemente WI' W 2 E V mit WI ): f): W 2 , so daft fur aile
VI , V2 E V mit VI ): f ): V2 die Beziehung II WI - W 2 II ~ II VI - V2 II gilt.

Beweis. Die zur Approximation zugelassenen Mengen W+ und W_ sind
abgeschlossen, da

und

gilt. Deshalb sind aIle Voraussetzungen von Satz 2 erfiiIlt.

4.2

Die Aussage von Satz 3 solI nun verallgemeinert werden. Es sei S ein
weiterer halbgeordneter Iinearer normierter Raum iiber dem Korper der
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reellen Zahlen. Ein gegebener Operator L bilde R in S abo L sei von monotoner
Art, d.h. daB fUr rI , r2E R aus der Beziehung LrI ;;:, Lr2 die Ungleichung
rI ;;:, r2 folgt (vergl. [I; und 2, S. 296]). Das Element fER sei wie friiher
vorgegeben, und es gelte

Lf=:k.

Fiir h =I- f, hER, ergibt sich dann Lh =I- k. Ahnlich wie in Definition 2
setzen wir

DEFINITION 3.

V+(L,f) := {v E V: Lv ;;:, Lf} und V_(L,f) := {v E V: Lv :::;; Lf}.

Da L von monotoner Art ist, gilt V+(L,f) C V+(f) und V_(L,f) C V_(f).
Durch Anwendung von Satz 2 erhalt man

SATZ 4. Die Menge R+(O) sei abgeschlossen in R, ebenso die Menge S+(O)
in S. Es sei L ein stetiger Operator von monotoner Art, der R in S abbildet, und
es bestehe die Beziehung Lf = k. Die Mengen V+(L, f) und V_(L, f) seien
nichtleer. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen (a) und (6).

(a) Es existiert ein Element WE V+(L,f), so daft fur aIle v E V+(L, f)
II W - fll :::;; II v - fll gilt.

(b) Es existieren Elemente WI E V+(L, f) und W2E V_(L, f), so daft fur
aUe VI E V+(L, f) und V2 E V_(L, f) die Beziehung II WI - w2 11 :::;; II VI - v2 11 gilt.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von L sind die Urbildmengen L-I(S+(k»
und L-I(S_(k» abgeschlossen in R. Da

und

gilt, sind die Mengen V+(L, f) und V_(L, f) ebenfalls abgeschlossen in R.
Es laBt sich also wieder Satz 2 anwenden, und damit ist Satz 4 bewiesen.

1st L linear und von monotoner Art, so sind in Satz 4 die Voraussetzungen,
daB L stetig und R+(O) abgeschlossen ist, iiberfliissig. Setzt man namlich
U:= {r : r = v + >"f, V E V, >.. E IR}, so ist die Einschriinkung Lo := L I U
stetig. Die Mengen Lo\S+(k» und L(j\S_(k» sind dann abgeschlossene
Kegel in U mit gemeinsamem Scheitel in f, deren Durchschnitt nur das
Element f enthiilt. Wie im Beweis von Satz 4 ergibt sich, daB V+(L, f) und
V_(L, f) abgeschlossene Teilmengen von V sind. Damit HiBt sich Satz I
anwenden, da V+(L,f) C L(jI(S+(k» und V_(L,f) C L(jI(S_(k» gilt.

4.3

Die folgende Problemstellung wird in [4] naher untersucht. Es seien
Elemente f, g E R gegeben. f soil beziiglich V+(f) () V+( g) approximiert
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werden. (1st R nicht nur ein halbgeordneter linearer normierter Raum iiber R
sondern zusatzlich ein Verband, so kann man noch voraussetzen, daB f ::;;; g
gilt, ohne daB dadurch an der Allgemeinheit des Problems etwas geandert
wird. In diesem Fall ergibt sich auBerdem V+(f) n V+( g) = V+( g).)

SATZ 5. Die Menge R+(O) sei abgeschlossen in R, und V+(f) n V+( g)
sei nichtleer. Dann existiert ein Element WE V+(f) n V+( g), so daft fur aile
v E V+(f) n V+(g) die Beziehung II W - fll ::;;; II v - fll gilt.

Beweis. Wir setzen wieder U:= {r : r = v + Af, v E V, AE IR}. Da
V+(f) n V+(g) eine abgeschlossene Teilmenge von U+(f) und {f} eine
abgeschlossene Teilmenge von U-(f) ist, laBt sieh, wie im Beweis von Satz 2,
Satz 1 anwenden.

5. ERGANZUNGEN UNO BEISPIELE

Es wird nun der Raum C(B) der auf einem kompakten topologisehen
Raum B stetigen und reellwertigen Funktionen betrachtet. Fiir h E C(B) sei

II h II := max{1 h(x)I : x E B},

und fUr hI , h2 E C(B) gelte hI ::;;; h2 genau dann, wenn hl(x) ::;;; h2(x) fUr aIle
x E B erfUIlt ist. Die Teilmenge C(B)+(O) = {h : hE C(B), hex) ;;?o °fUr aIle
x E B} ist dann abgesehlossen in C(B). Die in den Satzen 3 und 5 genannten
Approximationsprobleme lassen sieh also im Raum C(B) lasen, wenn die
zur Approximation zugelassenen Funktionenmengen niehtleer sind. Das ist
zum Beispiel dann der Fall, wenn der Teilraum V die Haarsche Bedingung
erfiiIlt.

Es sollen noch zwei Beispiele angegeben werden, in denen keine beste
Approximation und keine beste EinschlieBung existieren.

(ex) Es sei B:= [-1, +1], und VC C(B) sei dureh V:= {v: vex) = ax,
a E IR} definiert. Die FunktionfE C(B) sei dorchf(x) := x 3

, x E B, festgelegt.
Die Mengen V+(f) und V_(f) sind in diesem Fall leer.

(f3) Es sei B := [0, 1]. Der Operator L sei fUr hE C(B) dureh Lh(x) :=
hex) - I~ h(g) dg fUr x E [0, 1] erklart. L bildet C(B) in C(B) ab und ist von
monotoner Art. Setzt man k(x) := 1 und f(x) := eX fUr x E [0, 1], so gilt
Lf = k. AuBerdem sei V:= {v: vex) = c, c E IR}. 1st nun VI E V durch
vl(x) = CI , X E B, gegeben, so erhalt man Lvl(x) = CI - CIx. Nun existiert
aber keine reeIle Zahl CI , so daB fUr aIle x E [0, 1] die Ungleichung
CI - CIx ;;?o k(x) erfUllt ist. Daraus folgt, daB die in Satz 4 genannte Menge
V+(L,f) leer ist.
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